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Instrukcja logowania: proszg skopiowac do paska adreséw ponizszy adres:

https://meet.qoogle.com/wcu-okge-rue i wcisngé enter
Mam nadzieje, ze uda si¢ Panstwu dotaczy¢ do spotkania (posiadacze konta na szkolnej poczcie wchodza bez
problemdw, pozostate osoby po zaakceptowaniu przez prowadzacego. Gdyby kto§ miat problem prosze zgtosic¢
opiekunowi semestru lub wicedyrektorowi ( arnold.sidor@ckziul.edu.pl )

TEMAT: Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
Cigg arytmetyczny i geometryczny - zadania

DEFINICJA

Ciag liczbowy (an) nazywamy ciagiem geometrycznym, jezell istnieje taka
hiczba g, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-
zenle wyrazu poprzedmego przez te lhiczbe:

Ap+1 = Gp " g
dla kazdego n € N.. Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu.

TWIERDZENIE

Wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,, ) o plerwszym wyrazie a; 1ilorazie q

ma postac:
a, = ay - qﬂ—l
=

TWIERDZENIE

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest clagiem geometrycznym, jesh
|

dla kazdego n = 1 iloraz dwd6ch kolejnych wyrazéw —— jest staly.

Przykiad

Wyznacz ciag geometryezny (a,, ), jezell ay = 6 oraz ag = 54.
Jezeli g jest ilorazem ciagu (a,), to ag = a4 - g%, czyli 54 = 64¢°.
Stad ¢° = 9, czylig = —3 Iub ¢ = 3.

Dla g = —3 mamy ay = —% 1 kolejne wyrazy ciagu: —%, % —2,6,—18, ...
Dla ¢ = 3 mamy a, = % 1 kolejne wyrazy ciagu: %._ %, 2,6,18, ...
Zadanie 1.

Wyznacz ciag geometryezny (a,, ).

a) [1.2:%,[1-3:12—5 c) ao =T, ay = 28 e) ag = 32, ajg = 2

b) az =13, as = 11 d)az=-3,a6=-24 f) ag=1,a5=9
Zadanie 2.
Oblicz wyrazy as 1 as clagu geometrycznego (a,, ).

a) ap =15, a4 =5 b) ﬁ-lZ%,ﬂ,gl:% c) alz—l—lc,._a.,;:l[}

Ciag geometryczny (an) o plerwszym wyrazie a; > 0 jest:
rosnacy, gdy g > 1; malejacy, gdy 0 < g < 1; staly, gdy g = 1.
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Przyklad 2

Pam Kasia nlokowala 2000 zl na koncie o sta- Whplata: 2000.00

lym oprocentowanin 5% w skali roku. W tabeli

obok przedstawiono stan oszczednosci pan 2000,00 - 1,05 = 2100,00

Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po uply- 2100.00 - 1,05 = 2205.,00

wie roku stan konta wyniesie: 9205.00 - 1.05 = 2315.25

. 5% = . = 4. i
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [zi] 9315.25 - 1,05 ~ 243101

Po uplywie dwdch lat:

2431,01 - 1,05 ~ 2552,56
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [1]

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

Liczby: a, b, ¢, rézne od zera, tworza clag geome-
tryczny wtedy 1 tylko wtedy, gdy »* = a - c.

Srednia geometryczna
Jesh liczby: a, b, ¢ tworzace ciag geometryezny sa dodatnie. to b = y/a - c.

Liczbe y/a - ¢ nazywamy sSrednia geometryczng liczb a 1 c.

TWIERDZENIE

W ciagu geometrycznym (a, ) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprocz

plerwszego, jest srednia geometryczna wyrazow sasiednich:

ap = \/p_1-apyy dlan = 2

Zadanie 3.

Liczby: x,y, z tworza monotomczny ciag geometryczny. Podwojona suma
plerwsze] 1 drugiej liczby jest réwna sumie drugiej 1 trzecie) hiczby, a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

Zadanie 4.

Wyznacz = 1 y tak, aby podane lhczby byly kolejnymi wyrazami ciaggu
geometrycznego. Okresl monotonicznosé tego ciagu.

a) 2, x, 32, y b)1,x, 2,y c) 18, =, 8, y d) =, 5. y. 10

Przyktad 1
Oblicz sumy S5 1 Sio ciagn geometrycznego: 1,2, 4,8, 16, ...
S;=14+2+44+8+16=31
Siw=14+2+44+8+164+324+644+ 128 4256 + 512 = 1023

Aby obliczyé sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, mozna
skorzystaé z ponizszego twierdzenia.



TWIERDZENIE

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (ay, ) o ilorazie g # 1
Wyraza sl¢ WZorenml: 1_qn
1-q

Snzﬂl'

Zadanie 5

Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzorn. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 2,4, 8,16, ... b) 1, -2, 4, -8, ... c) 1,%,%,%,...
Zadanie 6.

Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a, ), jesli jego wyrazy plerwszy

1 drugi sa odpowiednio réwne:

a) 1=, =, b) 18, 6, c) 15, —30. d) =7, —T.
Zadanie 6a

Oblicz sume Sy clagu geometryeznego (a, ). w ktorym a; = % Oraz g = l—lﬁ

Zadanie 7
a) Oblicz sume S; clagn geometrycznego (ay, ), w ktérym a; = 3 oraz ¢ = —2.
b) Oblicz sume Ss ciagu geometryeznego (a,, ), w ktérym a; = —4 oraz g = 3.
Przyklad 2

Dany jest ciag geometryczny o plerwszym wyrazie rownyin 4 1 ilorazie 3. lle
poczatkowvch wyrazéw tego ciagu nalezy zsumowac, aby otrzyvmad 14567

Niech n bedzie szukang hczba wyrazow. Wowcezas:

1_3n
4- T3 = 1456
1 —3" = —T28
3 =729
n==~6

Nalezy zsumowac szes¢ poczatkowych wyrazdow tego ciggu.

Zadanie 8

a) Dany jest clag geometryczny o plerwszym wyrazie réwnym 5 1 ilorazie 2.

lle poczatkowych wyrazdéw tego ciagu nalezy zsumowaé, aby otrzymac 6357
o ; e . i i . . i .. ]

b) Dany jest ciag geometryczny O plerwszym wyrazie réwnym 21 ilorazie 3.

[le poczatkowych wyrazdw tego ciagu nalezy zsumowac, aby otrzymad 15%?

Zadanie 9
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) g =2, Sy = 60, b) g=1, 5, =2046, ) g=1, S, = 480.



Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne - zadania

Zadanie 10

a) Wstaw miedzy liczby 51 30 dwie takie liczby, aby plerwsze trzy tworzyly
clag geometryczny, a ostatnie trzy — clag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 1 32 dwie takie liczby. aby pierwsze trzy two-
rzyly ciag arvtmetyezny, a ostatme trzy — clag geometryczny.

Zadanie 11

Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 28, tworza ciag geometryezny. Liczby
te sa rowniez kolejno wyrazami: pierwszym, drugim 1 czwartym ciggu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

Kapital w wysokosar k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym w wysokoscel v, wynosi po roku k(1 + 7).

Przyklad 3

Pani Kowalska wplacila do bankn 1000 zl na lokate oprocentowana 6% w skali
roku. Do jakie) kwoty wzrosme kapital pam Kowalskie) po trzech latach, a do
jakie] po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z}]
Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63,6 = 1123.6 [zl]
Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123.6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [z}

Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosci 6% do kapitalu powigkszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczeme powyzsza metoda kwoty, do jakie) wzrosnie kapital pani Kowal-
skie] po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak, ze

kazdego roku do kazde) zlotéwki bank do- 4 ftys. zt B
pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital —I
powieksza sie 1,06 razy. , _—__
Kapital wynosi wiec: __—__

po roku: E-1.,06 . ]

po 2 latach: k- (1,06)?

po 3 latach: k- (1,06)%

: 0 1 10 20

lata

po 20 latach: k- (1,06)?" s 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z}

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat na procent skladany przy
oprocentowaniu rocznym w wysokoscl r, po n latach wynosi k(1 + r)™.

Zadanie 12



Jaka kwota bedziemy dysponowali po
n latach, jezeh zlozymy w banku 5000 z}
na procent skladany przy oprocentowa-
niu rocznym 77

aln=>5r=45% <¢)n=10,r=3%

Jezeli w kolejnych latach od-
setki dopisywane sa do kapi-
talu powiekszonego o wezesnie)
nagromadzone odsetki, to mo-
wimy, ze kapital zostal zlozony

b)n=8r=55% d)n=10,1=4% na procent skladany.

Przyklad 4
Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 zt na trzy lata. W plerwszym roku oprocen-
towanie wynosilo 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowala co rok. Oblicz, jaka kwote podejma z banku po trzech latach,
a Jaka kwote podjehiby po tym czasie, gdyby od naliczanych odsetek pobie-
rano co roku podatek w wysokosci 20%.

Oszczednoéei po trzech latach wyniosa: 5000 - 1,06 - (1,05)2 = 584325 [41].
Gdyby odsetki pomniejszane byly o 20%, to w pierwszym roku wyniosltyby:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim 1 trzecim roku:

0,05-0.8 =0.,04 = 4%
Zatem po trzech latach mieliby: 5000 - (1,048) - (1,04)? a~ 5667,58 [z1].

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, Ze wynosi 20%. Zwrdcé uwage na
to, ze podatek dotyvezy tyvlko dopisywanyeh odsetek, a nie zgromadzonego kapitalu.

Zadanie 13
Kapital 5000 zt zlozono w banku na dziesieé lat na lokate o oprocentowaniu

wynoszacym 5% 1 roczne] kapitalizacji odsetek. Oblicz wielko$é¢ dopisanych
odsetek. Jak zmienitaby sie wielkosé kapitalu, gdyby od odsetek naliczany byl
podatek w wysokosel 20% w skali roku?



