Ilona Kacprzak
CKZiU Nr 1 w Warszawie

Przedmiot: Matematyka zjazd V
Semestr: 5 LOZ 23.10.2020

KONSPEKT

Temat lekcji: Wstep do rachunku prawdopodobieristwa. Reguta mnozenia. (4 godziny lekcyjne)

1.1. Regula mnozenia

Przykiad 1
Rzucamy dwiema monetami: dwuzlotéwka i pieciozlotowka. Wypisz wszystkie
mozliwe wyniki tego doswiadczenia.

Niech o oznacza otrzymanie orla, a r — reszki
na monecie dwuzlotowej, natomiast O — orla,
a R — reszki na monecie pieciozlotowej. Moz-
liwe wyniki doswiadczenia to:

00, oR, rO, rR

Przykiad 2
Rzucamy dwiema kostkami: niebieska i czerwona. Ile jest mozliwych wynikow
tego doswiadczenia?

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki:

11 21 31 41 51 61 Kiedy piszemy o kostce, mamy na
192 59 39 {9 P 69 mysli szedcienng kostke do gry.
& & & S ¥4 4 4 02 ) &
1 3¢ | 23 33 43 53 63 Przyjmujemy, ze wynikiem jedno-
§ - . krotnego rzutu kostks jest liczba
. ) o b y LY : = ¢
! : = FI _‘ r_l : rl _) rl (T ’l otrzymanych oczek, a wynikiem
15 25 35 45 V9 65 rzutu dwiema kostkami para
16 206 36 16 o6 606 liczb,

Wszystkich mozliwych wynikéw jest 36 (zwrdcé uwage, ze rozrozniamy wyniki
takie jak np. 23 i 32).

REGULA MNOZENIA

Jesli zbior A ma m elementow, a zbior B ma n elementdw, to liczba réznych
par (z,y) takich, ze x € A oraz y € B, jest rowna m - n.

Uwaga. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznaczaé: A (lub |A).

Komentarz

Warto powiedzieé uczniom, ze symbol i czesto nazywany jest liczebnoScig lub mocq
zbioru A.


http://www.zs10.pl/

Przykiad 3

Ile jest wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych ¥

pierwsza wspolrzedna jest liczba nalezaca do zbioru

A= {12340} a druga — do zbioru B = {1, 2,3}? 4l i i
A= az B = 3, wiec takich punktéow jest A-B=15. b}

REGUIA MNOZENIA

Jezeli pewien wybér polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza
decyzje mozna podjac na k, sposobéw, druga — na ks sposobow, ..., n-ta
- na k, sposobéw, to takiego wyboru mozna dokonaé na ky - ko - ...k,
sposobow.

Przyklad 4

Ile moze by¢ numeréw rejestracyjnych ma-
jacych na poczatku dwie litery, a nastepnie WE 9 1 3 38
pieé cyfr, jesli moga w nich wystepowac je- ———J

dynie litery W, E oraz cyfry: 1, 3, 8, 9 (litery i cyfry moga si¢ powtarzac)?

Takich numerdw jest: 2-2-4-4.4 4.4 = 4096.

Obejrzyjcie film
https://www.youtube.com/watch?v=xZAgaQMwcfs

a nastepnie wykonajcie zadania

ZADANIA

1. Ile jest wszystkich par (z,y), w ktérych z € Aiy € B, jedli:
a) A={2,4,8,16,32}, B={-3,-2,-1,0,1,2,3},
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 24, B — zbiér dzielnikéw liczby 1007

2. Ile jest mozliwych kodéw, w ktérych na poczatkn wystepuja dwie litery,
a nastepnie dwie cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery: A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry: 1, 2, 3, 4, 5
b) 26 liter alfabetu oraz dowolne cyfry?

3. lle jest mozliwych kodéw, w ktérych na poczatku wystepuja trzy litery,
a nastepnie cztery cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery: A, B, C oraz cyfry: 1, 2, 3, 4;
b) litery: A, B, C, D oraz cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 67

4. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ile jest liezb o$miocyfrowych takich, ze pierwszy cyfra jest 5, wystepuje
w nich jedna cyfra 2, jedna cyfra 4, a pozostale cyfry sa zerami?

Cyfre 2 mozemy umiesci¢ na jednej z siedmiu pozycji, a cyfre 4 — na
jednej z pozostalych szeciu pozycji. Takich liczb jest zatem 7.6 = 42.

Ile jest liczb oémiocyfrowych takich, Ze pierwsza cyfra jest 3 oraz:

a) wystepuje w nich jedna cyfra 4, jedna cyfra 6 i jedna cyfra 8, a pozostale
cyfry sa zerami,

b) wystepuje w nich jedna cyfra 7, jedna cyfra 9, a pozostale cyfry sa
zerami, jesli liczba ta jest podzielna przez 100,

¢) suma cyfr jest rowna 6, a cyfry rézne od zera nie powtarzaja sie?



https://www.youtube.com/watch?v=xZAqaQMwcfs

1.2. Permutacje
Przyklad 1

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na poélce trzy
rozne ksigzki?
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E
.
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-
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Oznaczamy ksiazki numerami: 1, 2, 3 i wypisu-
jemy wszystkie mozliwe ustawienia:

123 132 213 231 312 321

Trzy ksiazki mozemy ustawi¢ na 6 sposobow.

Przykiad 2

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na polce cztery rozne ksigzki?

Oznaczamy ksigzki numerami: 1, 2, 3, 4 i wypisujemy wszystkie mozliwe usta-
wienia:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Otrzymali$émy 24 mozliwe ustawienia ksigzek.

W przykladzie 1. podalismy wszystkie trzywyrazowe ciggi, ktore mozna utwo-
rzy¢, przestawiajac liczby: 1, 2, 3, a w przykladzie 2. - wszystkie czterowyra-
zowe ciggi, ktére mozna utworzyé, przestawiajac liczby: 1, 2, 3, 4. Takie ciggi
nazywamy permutacjami.

DEFINICJA

Permutacja n-elementowego zbioru A nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag
utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Przykiad 3

Na ile sposobéw mozna ustawic¢ na poélce pie¢ réznych ksiagzek?

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest permutacji zbioru piecioelemento-
wego {1,2,3,4,5}. Najpierw wybieramy jedna sposrdd pieciu ksigzek i usta-
wiamy na pierwszym miejscu. Nastepnie jedng z czterech pozostalych ksiazek
ustawiamy na drugim miejscu — mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby, nastepnie
wybieramy jedna z trzech pozostalych ksiazek itd. Zgodnie z regula mnozenia
mozliwych ustawien jest wiec:

5-4:3:2:-1=120



DEFINICJA

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (czyt. n silnia) oznacza iloczyn
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1.2.3....'n

Przyjmujemy réwniez, ze 0! =11 1! = 1.

Zauwaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:
(n+1)! = n!(n + 1). Na przyklad: 8! = 7! - 8.

0 = 1
2 - > l! = 1
Cwiczenie 4 2 = 2
Podaj, jaka liczbe nalezy wstawi¢ w miejsce 3! = 6
a) 4! = 3! . b) 12! = 11!. ¢) 101! = 100! - ‘;ff ,§3
. i 6! = 720
Cwiczenie 5 = 5040
Upros¢ ulamek. 8! = 40320
5! N\ 8 2!-5! L\ oA4l-6! 9= 362880
a) ¢) 3oi e) BETH 8) siEl 10! = 3628800
7! 11! 3!-10! 5! - 6! 1! = 39916800
b) & d) 3r f) —5— h) Frar 12! = 479001600
TWIERDZENIE
L Wizystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n! 1

Uwaga. Liczb¢ permutacji zbioru obliczamy, korzystajac z powyzszego wzoru
lub z reguly mnozenia.

Prosze obejrze¢ w razie probleméw film na temat permutacji

https://www.youtube.com /watch?v=zfN1nHzWKrw

https://www.voutube.com /watch?v=92KPhyyvfgak

i nastepnie wykonac¢ zadania


https://www.youtube.com/watch?v=zfN1nHzWKrw
https://www.youtube.com/watch?v=92KPhyyfqak

ZADANIA
1.

a) Ile liczb pieciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie cy-
fry liczby 56 7897

b) Ile liczb szedciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 245 7687

c¢) Ile jest liczb dziewieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cy-
fra 0 i zadna cyfra sie nie powtarza?

Rozwazmy liczby pieciocyfrowe, w ktorych zapisie kazda z cyfr: 1, 2, 3.
4, 5 wystepuje dokladnie raz.

a) Ile jest takich liczb wigkszych od piecédziesigciu tysiecy?

b) Ile jest takich liczb mniejszych od trzynastu tysiecy?

a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ilu jest zawodni-
kow, jesli numery startowe mozemy przydzieli¢ na 5040 sposobow?

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz-
dano numery parzyste, po czym okazalo si¢, Ze numery nieparzyste mozna
przydzieli¢ na 720 sposobow. Ilu jest zawodnikéw?

Do biegu przystapilo szescin zawod-
nikéw z numerami od 1 do 6. Za wy-
nik biegu uwazamy kolejno$é¢ przy-
bycia zawodnikéw na mete.

a) Ile moze byé¢ wynikéw biegu?

b) Ile moze byé¢ wynikéw biegu przy
zalozeniu, ze pierwsze miejsce zaj-
mie zawodnik z numerem 37 A

Do utworzenia kilkuliterowych kodéw wykorzystano rézne litery ze zbioru
{A,B,C,1,],K}. Uzasadnij, ze kodéw szescioliterowych jest tyle samo co
piecioliterowych.



6. Na ile sposob6w mozna zakwaterowac cztery osoby:
a) w czterech jednoosobowych pokojach,
b) w pieciu jednoosobowych pokojach?

7. a) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 7 szufladach tak, aby kazda
szuflada byla zajeta (kule i szuflady rozrézniamy)?

b) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 8 szufladach tak, aby tylko
jedna szuflada byla pusta (kule i szuflady rozrézniamy)?

8. Do windy zatrzymujacej si¢ na 7 pietrach wsiadlo 6 oséb. Na ile sposobow
osoby te moga opusci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:
a) na innym pietrze,
b) na innym pietrze, ale nikt nie wysiada na drugim pietrze?

9. a) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ 9 oséb w kolejce?
b) Na ile sposobéw mozna ustawic 4 dziewezat i 5 chlopeoéw w kolejee, jesli
dziewczeta stoja na poczatku kolejki?

¢) Na ile sposobéw mozna ustawic¢ 3 dziewczat i 6 chlopedéw w kolejee, jesli
dziewczeta stojg na koneu kolejki?

1.3. Wariacje bez powtorzen

Przykiad 1

Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposrod
nastepujacych: A, B, C, D, E, F, G, H, przy czym litery
nie moga si¢ powtarzac. Ile jest takich kodow?

Na pierwszym miejscu kodu mozemy wpisa¢ jedna z o$miu liter, na drugim
~ jedna z pozostalych siedmiu, a na trzecim — jedna z pozostalych szesciu.
Zatem jest 8 - 7 -6 = 336 koddow.

Przykiad 2
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposrod 26 liter alfabetu, przy
czym litery nie moga sie powtarzac. Ile jest takich kodéw?

Takich koddéw jest 26 - 25 - 24 = 15600.



DEFINICJA

Kazdy k-wyrazowy cigg utworzony z roéznych elementéw n-elementowego
zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementows wariacja bez powtérzen
zbioru A.

Zauwazmy, ze kazda n-elementowa wariacja bez powtérzen zbioru n-elemen-
towego jest permutacjs.

Liczbe wariacji bez powtdérzen mozna obliczyé, odwolujac sie bezposrednio do
reguly mnozenia lub korzystajac z podanego ponizej wzoru.

TWIERDZENIE

‘

Jesli k < n, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtdérzen zbioru
n-elementowego jest:

n-n—=1)-...-(n—k+1) =

n!
(n—k)!

Prosze wykona¢ zadania

ZADANIA

1. a) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra zero
i cyfry sie nie powtarzaja?
b) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry: 1,
3, 5, 7, 91 zadna cyfra si¢ nie powtarza? Ile jest takich liczb czterocyfro-
wych?

2, lle jest liczb trzycyfrowych, a ile czterocyfrowych, w ktérych cyfry si¢ nie
powtarzaja?

3. a) lle mozna utworzy¢ dziewigciocyfrowych numeréw telefonicznych,
w ktoérych zadna cyfra nie bedzie si¢ powtarzala i ktére nie beda zawieraly
cyfry zero?

b) Ile mozna utworzyé siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych si¢ od 701, w ktérych zadna cyfra nie bedzie si¢ powtarzala?

4. W loterii fantowej wzig¢lo udzial 100 uczniow i kazdy kupil jeden ze stu
los6w. Wygrane to: I nagroda — rakieta tenisowa, Il nagroda — pilka do
koszykéwki i I11 nagroda — pluszowy mis. Na ile
sposobdw uczniowie moga wylosowa¢ nagrody?

5. Do windy zatrzymujacej si¢ na 10 pietrach wsia-
dly 4 osoby. Na ile sposobéw osoby te moggy
opudci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:

a) na innym pietrze,
b) na innym pigtrze i nikt nie wysiada na trzech
ostatnich pietrach?

2



1.4. Wariacje z powtorzeniami

Przyklad 1
Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac
tylko cyfry 11 27

Kazda z trzech cyfr mozemy wybraé¢ na dwa sposoby, zatem jest 2-2.2 =8
takich liczb.

111 121 211 221 jest 8 liczb trzyceyfrowych, w ktérych za-
112 122 212 299 pisie mogg wystepowac tylko eyvfry 11 2
Przyklad 2

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac
tylko cyfry: 1, 2, 3, 41 57

na kazdej z trzech pozycji moze
Jest 5-5.5 = 125 takich liczb. wystapi¢ jedna z pieciu cyfr

DEFINICJA

Kazdy k-wyrazowy cigg utworzony z elementéw zbioru A nazywamy k-
-elementows wariacjg z powtérzeniami zbiorn A.

Uwaga. W wariacji z powtorzeniami wyrazy moga sie powtarzac,

Cwiczenie 1
Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac
tylko cyfry: a)1i2, b) 1,2 3,4157

TWIERDZENIE

Wiszystkich k-elementowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elemento-
wego jest n*.

W razie problemow prosze obejrzec film
https: //www.yvoutube.com/watch?v=uaflcuMsve0

i wykona¢ zadania


https://www.youtube.com/watch?v=uaf1cuMsve0

ZADANIA

1.

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie ma:
a) cyfry 0, b) cyfr 014, c) eyfr 0, 4157

Ile jest wszystkich liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje
cyfra 0 oraz:

a) pierwsza cyfra jest 2, b) ostatnia cyfra jest 77

Z urny, w ktérej znajduja sie kule z numerami: 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy
kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza
liczbe czterocyfrows. Uzasadnij, ze przy losowaniu ze zwracaniem mozli-
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie wigcej niz przy losowaniu
bez zwracania.

a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul. Na ile sposobéw mozna rozmiescic te kule
(kule i szuflady rozrézniamy)?

b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule. Na ile sposobéw mozna rozmiescié¢ te
kule (kule i szuflady rozrézniamy)?

a) Na ile sposobéw 6 0s6b moze wysiasé z windy, ktéra zatrzymuje sie¢ na
dziesigciu pigtrach?

b) Na ile sposobéw 10 0séb moze wysigs¢ z windy, ktéra zatrzymuje si¢
na szescin pietrach?

Niech m bedzie liczbg sposobéw, na ktére 5 pasazeréw moze wysiasc z po-
ciggu na 4 stacjach, a n - liczbg sposobéw, na ktére 4 pasazeréw moze
wysiaéé¢ z pociggu na 5 stacjach. Uzasadnij, ze m —n < 400.



